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Abitur 2021 Mathematik Stochastik III

Gegeben ist die Zufallsgrofie X mit der Wertemenge {0; 1;2; 3;4; 5}. Die Wahrscheinlichkeits-
verteilung von X ist symmetrisch, d. h. es gilt P(X =0) = P(X =5), P(X =1) = P(X =4)
und P(X =2) = P(X = 3).

Die Tabelle zeigt die Wahrscheinlichkeitswerte P(X < k) fiir k € {0;1;2}.

e Lo | 2|5 | e s

P(Kﬁk)l 0,05 ‘ 0,20 | 0,50 | | |

Teilaufgabe Teil A a (2 BE)

Tragen Sie die fehlenden Werte in die Tabelle ein.

Teilaufgabe Teil A b (3 BE)

Begriinden Sie, dass X nicht binomialverteilt ist.

Teilaufgabe Teil B 1 (3 BE)

An einem Samstagvormittag kommen nacheinander vier Familien zum Eingangsbereich
eines Freizeitparks. Jede der vier Familien bezahlt an einer der sechs Kassen, wobei da-
von ausgegangen werden soll, dass jede Kasse mit der gleichen Wahrscheinlichkeit gewéhlt
wird. Beschreiben Sie im Sachzusammenhang zwei Ereignisse A und B, deren Wahrschein-
lichkeiten sich mit den folgenden Termen berechnen lassen:

6-5-4-3 6

o i P(B)=

P(A) = = &

Im Eingangsbereich des Freizeitparks konnen Bollerwagen ausgeliehen werden. Erfahrungsge-
méB nutzen 15% der Familien dieses Angebot. Die Zufallsgréfie X beschreibt die Anzahl der
Bollerwagen, die von den ersten 200 Familien, die an einem Tag den Freizeitpark betreten,
entliehen werden.

Im Folgenden wird davon ausgegangen, dass eine Familie h6chstens einen Bollerwagen ausleiht
und dass die Zufallsgrofie X binomialverteilt ist.

Teilaufgabe Teil B 2a (2 BE)

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass mindestens 25 Bollerwagen ausgeliehen
werden.
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Teilaufgabe Teil B 2b (2 BE)

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die fiinfte Familie die erste ist, die einen
Bollerwagen ausleiht.

Teilaufgabe Teil B 2¢ (5 BE)

Ermitteln Sie unter Zuhilfenahme des Tafelwerks den kleinsten symmetrisch um den Er-
wartungswert liegenden Bereich, in dem die Werte der Zufallsgrofie X mit einer Wahr-
scheinlichkeit von mindestens 75% liegen.

Teilaufgabe Teil B 3 (6 BE)

Der Freizeitpark veranstaltet ein Gliicksspiel, bei dem Eintrittskarten fiir den Freizeitpark
gewonnen werden konnen. Zu Beginn des Spiels wirft man einen Wiirfel, dessen Seiten
mit den Zahlen 1 bis 6 durchnummeriert sind. Erzielt man dabei die Zahl 6, darf man
anschlieBend einmal an einem Gliicksrad mit drei Sektoren drehen (vgl. schematische Ab-
bildung). Wird Sektor K erzielt, gewinnt man eine Kinderkarte im Wert von 28 Euro, bei
Sektor E eine Erwachsenenkarte im Wert von 36 Euro. Bei Sektor N geht man leer aus.
Der Mittelpunktswinkel des Sektors N betrigt 160°. Die Groéfien der Sektoren K und F
sind so gewihlt, dass pro Spiel der Gewinn im Mittel drei Euro betrigt. Bestimmen Sie
die Grole der Mittelpunktswinkel der Sektoren K und FE.

Am Ausgang des Freizeitparks gibt es einen Automaten, der auf Knopfdruck einen Anste-
cker mit einem lustigen Motiv bedruckt und anschliefend ausgibt. Fiir den Druck wird aus n
verschiedenen Motiven eines zufillig ausgewihlt, wobei jedes Motiv die gleiche Wahrschein-
lichkeit hat.

Ein Kind holt sich drei Anstecker aus dem Automaten.
Teilaufgabe Teil B 4a (2 BE)

Bestimmen Sie fiir den Fall n = 5 die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass nicht alle drei Anste-
cker dasselbe Motiv haben.
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Teilaufgabe Teil B 4b (2 BE)
Begriinden Sie, dass die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass sich drei verschiedene Motive auf

—1)-(n—2
den Ansteckern befinden, den Wert (n)niz(n) hat.

Teilaufgabe Teil B 4c (3 BE)

Bestimmen Sie, wie grof3 n mindestens sein muss, damit die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass
sich drei verschiedene Motive auf den Ansteckern befinden, gréfier als 90% ist.
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Teilaufgabe Teil A a (2 BE)

Gegeben ist die ZufallsgroBe X mit der Wertemenge {0;1;2; 3;4; 5}. Die Wahrscheinlich-
keitsverteilung von X ist symmetrisch, d. h. es gilt P(X =0) = P(X =5), P(X =1) = P(X =4)
und P(X =2) = P(X =3).

Die Tabelle zeigt die Wahrscheinlichkeitswerte P(X < k) fiir k € {0;1;2}.

e Lo || 2|5 ] s s

P(ng)l 0,05 | 0,20 ‘ 0,50 | | |

Tragen Sie die fehlenden Werte in die Tabelle ein.

Losung zu Teilaufgabe Teil A a

Wahrscheinlichkeitsverteilung

e Lo | a2 ] s |4 ]s

P(J(’sk]l 0,05 | 0,20 | 0,50 | 0,80 | 0,95 | 1

Erlauterung: kumulative Verteilungsfunktion

k
P(X<k)=) P(X=i)=P(X=0)+P(X=1)+---+P(X =k—1)+ P(X = k)
i=0

Aus P(X <1)=P(X =0)+ P(X =1) folgt durch Umstellung:

P(X=1)=P(X <1)- P(X =0)

P(X=1)=P(X <1)— P(X =0)=0,20—0,05=0,15
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Erlduterung: kumulative Verteilungsfunktion

P(X<k)=) P(X=i)=P(X=0)+P(X =1)+---+P(X =k—1)+ P(X =k)

Aus P(X <2)=P(X =0)+ P(X =1) + P(X = 2) folgt durch Umstellung:

P(X=2=P(X<2)—P(X=0)-P(X=1)
P(X=2)=P(X<2)—P(X=0)-P(X=1)=0,50—0,05—0,15=0,3

Erlauterung: kumulative Verteilungsfunktion
k
P(X<k)=) P(X=i)=P(X=0)+P(X=1)+-+P(X =k—1)+P(X =k)
i=0
Aus obiger Definition geht hervor:

P(X<k)=P(X=0)+P(X =14+ P(X =k—1)+ P(X = k)
P(X<k-1)
PX<k)=P(X<k-1)+PX=k)

P(X<3)=P(X<2)+P(X=3)=0,50+0,3=0,8
——

=P(X=2)

P(X<4)=P(X <3)+P(X =4)=0,8+0,15=0,95
N—_——

—P(X=1)

P(X<5) =P(X <4)+ P(X =5)=0,95+0,05=1
——

=P(X=0)

Teilaufgabe Teil A b (3 BE)

Begriinden Sie, dass X nicht binomialverteilt ist.

Losung zu Teilaufgabe Teil A b

Binomialverteilung
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P[J(Ek]l 0,05 | 0,20 | 0,50 | 0,80 | 0,95 | 1

n=>5

Aus Symmetriebedingung folgt:  p=0,5

Erlduterung: Bernoulli-Formel
Die Wahrscheinlichkeit genau k Treffer bei n Versuchen zu erzielen betriigt:

n

P(k Treffer) = P(X = k) = ( .

) AR i
Dabei ist:

n = Anzahl der Versuche

k = Anzahl der Treffer

p = Wahrscheinlichkeit eines Treffers pro Versuch
1 — p = Wahrscheinlichkeit einer Niete pro Versuch

Spezialfall k = 0:

P(0 Treffer) = P)(X =0) = (z>
el

P’ - (1=p)" "
~—
1

= P(0 Treffer) = (1 —p)"

5 1
X ist nicht binomialverteilt, da z.B. Py5(X = 0) =0, 55 = ) #0,05.

Teilaufgabe Teil B 1 (3 BE)

An einem Samstagvormittag kommen nacheinander vier Familien zum Eingangsbereich
eines Freizeitparks. Jede der vier Familien bezahlt an einer der sechs Kassen, wobei da-
von ausgegangen werden soll, dass jede Kasse mit der gleichen Wahrscheinlichkeit gewihlt
wird. Beschreiben Sie im Sachzusammenhang zwei Ereignisse A und B, deren Wahrschein-
lichkeiten sich mit den folgenden Termen berechnen lassen:

_6:5-4-3 6

P(A) = 22 PB) = o
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Losung zu Teilaufgabe Teil B 1

Erlduterung: Laplace- Verteilung

Ereignis beschreiben . - e . . -
Fiir die Laplace-Wahrscheinlichkeit (jede Kasse wird mit derselben Wahrscheinlich-
6.5.4.3 keit gewiihlt) gilt:
P(A) = e
_ |B| « giinstige Fiille
~ |9 « mogliche Fille

P(B)

|Q] = 6* entspricht der Anzahl der Mbglichkeiten aus 7 =6 verschiedenen
Kassen k =4 hintereinander auszuwiihlen mit Beriicksichtigung der Reihenfolge
Fiir die Laplace-Wahrscheinlichkeit (jede Kasse wird mit derselben Wahrscheinlich- (nk>

keit gewihlt) gilt:

Erlduterung: Laplace- Wahrscheinlichkeit

4 L . |B| =6 entspricht der Anzahl der Mdoglichkeiten, dass alle 4 Familien diesel-
P(A) = U « gl?-nsltlge F?‘_He be Kasse auswihlen. Entweder alle Kasse 1 oder alle Kasse 2 etc. Insgesamt:
|2 « mdgliche Fille 14+1+141+41+1=06 Mdglichkeiten.
|Q| = 6* entspricht der Anzahl der Mdglichkeiten aus n =6 verschiedenen

Kassen k =4 hintereinander auszuwihlen mit Beriicksichtigung der Reihenfolge
(nk> = B: ,Alle vier Familien zahlen an derselben Kasse.“

|A|=6-5-4-3 entspricht der Anzahl der Mdoglichkeiten, dass die 4 Familien
hintereinander 4 verschiedene Kassen auswéhlen. Fiir die erste Familie gibt es 6

Méoglichkeiten, fiir die zweite nur 5 (da 1 bereits ausgewiihlt wurde), fiir die dritte Teilaufgabe Teil B 2a (2 BE)
nur 4 (da 2 bereits ausgewihlt wurden) und fiir die vierte nur 3 (da 3 bereits
ausgewihlt wurden). Im Eingangsbereich des Freizeitparks konnen Bollerwagen ausgeliehen werden. Erfah-

rungsgemif nutzen 15% der Familien dieses Angebot. Die Zufallsgréfie X beschreibt die
Anzahl der Bollerwagen, die von den ersten 200 Familien, die an einem Tag den Freizeit-
= A: ,Die vier Familien zahlen an vier verschiedenen Kassen.“ park betreten, entlichen werden.

Im Folgenden wird davon ausgegangen, dass eine Familie hochstens einen Bollerwagen
ausleiht und dass die Zufallsgréfle X binomialverteilt ist.

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass mindestens 25 Bollerwagen ausgelichen
werden.

Losung zu Teilaufgabe Teil B 2a

Binomialverteilung

p = P(,Bollerwagen® ) = 0,15

n = 200

A : Mindestens 25 Bollerwagen werden ausgeliechen“
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P(B)= 0,85* - 0,15 =~7,8%
Erlduterung: Bernoulli-Kette 4 x Niete 1 x Treffer
Ein Zufallsexperiment mit zwei moglichen Ausgéingen (Treffer, Niete) nennt man
Bernoulli-Experiment.

D Wahrscheinlichkeit fiir einen Treffer hier : p=10,15 Teilaufgabe Teil B 2c¢ (5 BE)
qg=1-p Wahrscheinlichkeit fiir eine Niete hier : ¢ = 0,85
Ermitteln Sie unter Zuhilfenahme des Tafelwerks den kleinsten symmetrisch um den Er-
wartungswert liegenden Bereich, in dem die Werte der Zufallsgroffie X mit einer Wahr-
scheinlichkeit von mindestens 75% liegen.

Bei mehrmaligem Ziehen in einem Bernoulli-Experiment spricht man von ei-
ner Bernoulli-Kette.

n Anzahl der Ziige (,Léinge* der Bernoulli-Kette) hier : n = 200 Lésune zu Teilaufeabe Teil B 2¢

Erwartungswert einer Zufallsgrofle
P(A) = PR(X > 25) g fallsgrof

p=mn-p=200-0,15=30
Erlduterung: Gegenereignis
Betrachtung des Gegenereignisses: Erlauterung: Erwartungswert einer binomialverteilten Zufallsgrofie

Ist X bi ialverteilt, d ilt :
P(,mindestens k Treffer ) = 1 — P(,hochsten k-1 Treffer* ) s HIOTHATVEITELT, dant gt

E t t X =n-
In mathematischen Zeichen: rwartungswert von p=n-p

PX>k)=1-P(X<k-1) Wahrscheinlichkeit

200 ™ 1. Berechnung z.B. im Bereich: 30 -6 < X <30+6
P(A)=1-Fyj5(X <24) = 1-0,13682 ~ 86,3%

Erlduterung: Bernoulli-Formel

Wenn die Zufallsvariable X zwischen zwei Zahlen a und b liegen soll, dann gilt:
Teilaufgabe Teil B 2b (2 BE)

. Lo - . . e e . Lo Pla<X<b)=PX<b)-PX<a-1)
Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die fiinfte Familie die erste ist, die einen
Bollerwagen ausleiht. ,Obere Grenze minus die um 1 verkleinerte untere Grenze*

Losung zu Teilaufgabe Teil B 2b

P24 < X < 36) = P29 (X < 36) — P29%(X <23

Wahrscheinlichkeit 0710( < X <36) U,lo( < 36) 0,10( <23)
P (24 < X < 36) == 0,80872 — 0,09592 = 0,8028 > 75%

p=0,15

q=1—-p=0,8
Anpassung des Bereichs: 30 -5 < X <30+5
B : ,Die fiinfte Familie ist die erste, die einen Bollerwagen ausleiht“
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P3(25 < X < 35) = PRYR(X < 35) — PiY%(Xx < 24)
P3P (25 < X < 35) == 0,86127 — 0,13682 = 0, 72445 < 75%

= kleinster Bereich: { 24; ... ;36}

Teilaufgabe Teil B 3 (6 BE)

Der Freizeitpark veranstaltet ein Gliicksspiel, bei dem Eintrittskarten fiir den Freizeitpark
gewonnen werden kénnen. Zu Beginn des Spiels wirft man einen Wiirfel, dessen Seiten
mit den Zahlen 1 bis 6 durchnummeriert sind. Erzielt man dabei die Zahl 6, darf man
anschliefend einmal an einem Gliicksrad mit drei Sektoren drehen (vgl. schematische Ab-
bildung). Wird Sektor K erzielt, gewinnt man eine Kinderkarte im Wert von 28 Euro, bei
Sektor E eine Erwachsenenkarte im Wert von 36 Euro. Bei Sektor N geht man leer aus.
Der Mittelpunktswinkel des Sektors N betrigt 160°. Die GroéBen der Sektoren K und E
sind so gewiihlt, dass pro Spiel der Gewinn im Mittel drei Euro betriigt. Bestimmen Sie

die Grofe der Mittelpunktswinkel der Sektoren K und E.

Losung zu Teilaufgabe Teil B 3
Wahrscheinlichkeitsverteilung

_160° 4

P(N)_360°_§

Sei P(K) = p die Wahrscheinlichkeit den Sektor K zu erzielen.

Wabhrscheinlichkeitsverteilung fiir den Gewinn:
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Keine iﬁ::v[}lrfelt 6 gewiirfelt 6 gewiirfelt
Ereignis w ; und und
& gewiirfelt und Sektor N Sektor K gedreht Sektor E gedreht
gedreht
G=g; 0g 28€ b€
1 1 /5
P(G=g) Po 6 _'(__ )
67 5\ F

Erwartungswert einer Zufallsgrifie

Erwartungswert fiir den Gewinn: E(G) = 3

Erlauterung: Erwartungswert einer Zufallsgrofie

Nimmt eine Zufallsgrofie X die Werte 1, xo, . .
keiten p1,pa,. ..

n
E(X):Zfﬂi‘P(X:%):mp] +2opa+ -+ Ty
i=1

., &p jeweils mit den Wahrscheinlich-

,Pn an, so gilt fiir den Erwartungswert dieser ZufallsgroBe:

1 1 /5
. 28 . = RS =
0-po+ 28 6p+36 6 < p) 3

9

1 5
~.|28p+36-(=—p]| =3
5 [ (5]

28p + 20 — 36p = 18

—8p = -2

1
P=3

=  Sektor K: 360° - i =90°

= Sektor E: 360° — 160° — 90° = 110°

Teilaufgabe Teil B 4a (2 BE)

Am Ausgang des Freizeitparks gibt es einen Automaten, der auf Knopfdruck einen An-
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stecker mit einem lustigen Motiv bedruckt und anschliefend ausgibt. Fiir den Druck wird
aus n verschiedenen Motiven eines zufillig ausgewéhlt, wobei jedes Motiv die gleiche
‘Wahrscheinlichkeit hat.

Ein Kind holt sich drei Anstecker aus dem Automaten.

Bestimmen Sie fiir den Fall n = 5 die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass nicht alle drei An-

stecker dasselbe Motiv haben.

Losung zu Teilaufgabe Teil B 4a

Wahrscheinlichkeit

E: ,Nicht alle 3 Anstecker haben dasselbe Motiv*

E : ,Alle 3 Anstecker haben dasselbe Motiv*

Erlduterung: Gegenereignis

Fiir die Wahrscheinlichkeit eines Gegenereignisses E gilt: P (E) =1 — P(E)

Durch Umstellung der Gleichung ergibt sich: ~ P(E) =1— P (E)

P(E)=1-P (E)

Erlduterung: Laplace- Wahrscheinlichkeit

Fiir die Laplace-Wahrscheinlichkeit (jedes Motiv wird mit derselben Wahrschein-
lichkeit gedruckt) gilt:
— _ |E| « ginstige Fille
P (E) " |Q| + mdgliche Fille
|Q| = 5% entspricht der Anzahl der Moglichkeiten aus n =5 verschiedenen Mo-

tiven k = 3 hintereinander auszuwihlen mit Beriicksichtigung der Reihenfolge <nk )

|[E|=5-1-1 entspricht der Anzahl der Moglichkeiten, dass alle 3 Anstecker
dasselbe Motiv haben. Fiir den ersten Anstecker gibt es 5 Moglochkeiten, fiir die
anderen dann jeweils nur 1.
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Teilaufgabe Teil B 4b (2 BE)

Begriinden Sie, dass die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass sich drei verschiedene Motive auf

—1)-(n—2
den Ansteckern befinden, den Wert (n)n# hat.

Losung zu Teilaufgabe Teil B 4b

Wahrscheinlichkeit

Insgesamt gibt es n® Moglichkeiten fiir die Auswahl der drei Motive.

Wenn die Motive paarweise verschieden sein sollen, gibt es fiir den ersten Anstecker n Mog-
lichkeiten, fiir den zweiten n — 1 und fiir den dritten n — 2 Moglichkeiten.

Fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit erhélt man damit:

n-(nfl)»(n72)Z(nfl)-(an)
3 2

n n

Teilaufgabe Teil B 4c (3 BE)

Bestimmen Sie, wie gro n mindestens sein muss, damit die Wahrscheinlichkeit dafiir,
dass sich drei verschiedene Motive auf den Ansteckern befinden, grofier als 90% ist.

Losung zu Teilaufgabe Teil B 4c

Wahrscheinlichkeit
(-1 -2, 2
n

(n—1)-(n—2)>0,9n>
n? —3n+ 2> 0,9n> | — 0,902

0,1n2 —3n+2>0

3+,9-0,8
0,2

n1z29,3;n2z0,7

ni2 =

Es miissen mindenstens 30 verschiedene Motive sein.
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